TENTAMEMEN | MATEMATIK 1V, 5.3.2003.
LOSNINGAR (kompletterade 14.9.2005)

1. a) Utveckla determinanten:

X1 y1 1
_.1 _.1 y, 1 yll‘ yll‘_
A=+=|X 1 =+=<x - X + X =
2x§ );21 2{13/31‘ 2}/31 3Y21

= i%{xl(h - y3) = Xa(y1 = y3) + x3(y1 = v2)}

Tillampa felfortplantningsformein:
o ot
aXl 6x2
b) Approximationsfelet kallas trunkationsfel dartitt den givna approximationen for drivatan ar en

trunkerad potensserie. Vi kan |6sa problemet p&a&t

1° Bestam Mclaurinserien for arctai(derivera den och jamfér med den givna approonan.

f (x) = arctarx = G0 _x
() =arctanx =x="g+°5 =7

f'(x):1—x2+x4—x6+x8—x10+---

of

Er = —_
A 6x3

EX1 + Ex2 +

Ex, :%{|Y2 ~ ya|+|y1 = V3| +| y1 - Vo[ }Ex

Potensserien ar alternerande varfor den forstdébonade termen duger som felgrans. Kontrol-
lera for vilka x-varden det absoluta vardet av den forsta bortl@lertarmen Gverstiger den
tillatna felgransen for 4 decimalers noggrannhet:

Er =x°, Er <000005ger x° <0,00005eller | x|<01919. Svar{x|< 019
2° Bestam derivatan av arctajy( f'(x) = 1 -
1+x
Bilda approximationsfelet som skillnaden mellam @éxakta derivatan och den givna approxi-
mationen,
=1 5 ~1+x% - x4,
1+X

Kontrollera for vilkax-varden det absoluta vardet av approximationsfaletstiger den tillatna
felgransen for 4 decimalers noggrannhet:

1
1+x°
Olikheten torde enklast Iésas genom prévning. @amiosningen| x|< 0193,

-1+ x2 - x*| < 0,00005

. o 0,88 0,80
2. Alt.1. Dela upp integralen i tva integralér= .[0 f(x)dx = Io f

[, bestams lampligen med Rombergs metod som aveengetuppskattning:

(x)dx+ j;”:(ff(x)dx =141y,

h T(h) A3 Sh) A/15 Ro(h)

0, 51524
0. 001513

0, 51978 0, 521293
0, 00037 -0, 0000022

0, 52089 0.521260 0,521258
0. 000092 - 0. 0000002

0.1 0, 521165 0, 521257 0, 521257

OK! minskar OK! minskar
till 1/4 till =1/16

vand!
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Rombergs metod ger svaret ur kolumifgth): 1, = 0,521257. Det ser ut som om vi skulle ha

5 korrekta decimaler. Emellertid ar de ursprungfigaktionsvardena avrundade till 4 decimaler,
varfor vi knappast vagar ge en felgrans mindre,80@D5.
[, =0,52126+ 0,00005

I, kan bestammas genom integrering av ett kvadratisitpolationspolynom. Vi anvander t.ex.
Newtons framatdifferensformel. Vi stéller forst ugtp framatdifferensschema.

X f(x) A N2 N3

0.6 0, 7257

0, 0323
0.7 0, 7580 -0, 0022

0, 0301 -0, 0001
0.8 0, 7881 -0, 0023

0, 0278 -0, 0001
0.9 0, 8159 -0, 0024

0, 0254
1.0 0, 8413

Vi far interpolationspolynomet
f(x) = pp = 0,7881+t m,0278—¥ [0,0024

A3|_00001_
15 15
Vid integrationen byter vi integrationsvariabel rfréx till t. x=xg+th, dx=hdt,
x=080-t=0, x=088 < t=08.
x=088 t=08

med en felgransE¢, = =0,00001

= [f(xdx= Jpz(t)hdt—o,ll{07881[ﬂ+0027891=[ﬂ2 1dp 1y 2)[0)0024}
23!
x=080 t=0
= 0,0641168.

Felgrans for,: Vi approximerar t.ex. felet som bredden 6verdnationsintervallet ganger fel-
gransen for funktionsvardets;, = 008[E¢, = 00000006 men avrundningsfelet i de urs-

prungliga funktionsvardena ar betydligt stérre suimmerar
Svar:l = 0,5854+ 0,00005

Alt.2. Bestam interpolerade varden ff§0,11), f(0,22), f(0,44), f(0,55), f(0,66), f(0,77) ochf(0,88).
Integrera sedan med Rombergs metod med steglareguer,88; 0,44; 0,22 och 0,11. Vid fel-
uppskattningen bor man &ven ta i beaktande intetipakens feluppskattning, ty interpolationen
kan ge ett systematiskt fel i integralens varde sum syns i Romberg-metodens normala fel-
uppskattning.

3. Tabellerna ar inte ekvidistanta. Vi stéller upfferensscheman med dividerade differenser foden
tabellen. Déarefter beréknas felgranser med forng|(x) =|(x— Xo)(X = Xq) OIf [xo,xl,x2]|, dar vi for
storhetenf [xo,xl,xz] anvander det till beloppet stérsta vardet i inadet [xo;xl].

Tabell 1:

v F flvo, vl flvg, vy, Vol

20 1,937
-0, 0118

30 1.819 0. 00031
-0, 0056

40 1,763 0. 0000933
-0, 0028

60 1.707 0. 0000235
-0, 00092

120 1,652
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Enligt teorin for felgranser vid interpolation tr det storsta felet patraffas mitt i nagot avriraéen.
Vi bestammer en felgrans for interpolation mitarje intervall mellarv = 30 ochv = 60:

E; (35 =5[5[0,00031~ 0,00775
E; (50) =10[10[0,0000933= 0,00933
Detta ger en felgrang; = 001 (avrundat uppat till en signifikant siffra).

Tabell 2:

x=1Uv F f[Xo X4l f[X0, X1, %o

1/ 20 1,937
7,08

1/ 30 1.819 14, 4
6,72

1/ 40 1,763 0
6,72

1/ 60 1,707 7.2
6. 60

1/ 120 1, 652

Enligt teorin for felgranser vid interpolation tir det storsta felet patraffas mitt i ndgot avriraéen.
Vi bestammer en felgrans for interpolation mitarje intervall mellarv = 30 ochv = 60:

E; (003) =0,0042(0,0042(14,4 = 0,000254
E; (0,0208 =0,0042(0,0041 7,2 = 0,000124

Detta ger en felgrang; = 0,0003 (avrundat uppat till en signifikant siffra), mewrandingsfelet i ar
ju storre an sa, varfor vi satter felgransen titumdningsfeletE; = 0,0005.

Slutresultat. Linjar interpolation i tabell Intervalletv O [30; 60] har en felgrans 0,01.

Linjar interpolation i tabell 2 i intervallet[] [30; 60] har en felgréans 0,0005.
| det senare fallet beaktar vi alltsa att integtiohen inte kan ge ett noggrannare varde an tavdit
som ar avrundat till 3 decimaler.

4. Stall upp ett ekvationssystem genom att sattavima data i modellen:
0,3068=0,2163a+1[b

0,1988=0,3068a4—-1[D, etc.
Det finns data for 4 ekvationer. Ekvationssysteblie matrisform:

02163 1 0,3068

0,3068 —1|a|_| 01988

01988 1|/ b|~|0,0903

00903 1 0,2042
A (o f

Vi léser ekvationen i minstakvadratavseende geatirhilda normalekvationel ' Ac = AT f ,
01886 —0,199 o= 01637
-0199 4 10,2219’

som loses t.ex. med gausselimination.

5. a) En andra ordningens differentialekvatiorivsksom ett system av tva forsta ordningens diffea¢
ekvationer genom att definiera atf(t) = y(t) och y»(t) = y'(t).
Integralen éverfors i en differentialekvation gendetivering.
dz 2 "2
- = +
) (y)
Begynnelsevardet fas ur integralen,



1
2(1) = [(y* +(y)?)dt=0
1

Den resulterande differentialekvationen kombinenasl det tidigare systemet av differentialekvatio-
ner genom att definieng(t) = z(t) ,

Y1=Y2
y2 = -y —yg +sint.
y3 =y +y3

Systemet av forsta ordningens differentialekvatiogiés ihop till en vektoriell differentialekvation
y' = f(t,y) med begynnelsevardg, = y(1),

Yi=Y2

1

,_| Y2=—Y2 —yp *+sint
y="" "5 , YD =12
Y3=Y1 t Y2 0

ft.y)

b) Runge-Kutta av 4:e ordningen har ett globalsteh &r proportionellt mot steglangden i 4.e patens

er =kh*, (1)
eller vid tva olika steglangder

fr1 . ﬁ 2)

er2 hj

Antag att det korrekta vardet £ 2 arz(2). Da kan vi proportionera
08631-2(2) _ 14
08892-2(2) (5
Harur kan vi uppskattz2) = 0,89094, varefter proportionalitetskonstanten kpfias ur ekv (1)k =

0,02784.
Den behdvliga steglangden uppskattas likasa ub@ )i tillater en felgranser = 0,0005, far vi den

1/4
storsta tillatna steglangden sohm= 0,0005 =0,366.
0,02784



